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ABSTRACT 

We study in this paper contraction properties of a matrix semi-group 
T C GL(d, R) acting on the flag space of Ra; then we obtain properties of the 
Liapunoff exponents of the T-valued products of random matrices. The 
principal result is that, in this study, we can replace Tby its algebraic closure 
H in GL(d, R). This implies a "decomposition" of the action of T in a 
proximal part and an isometric part; then we can write, modulo cohomology, 
the corresponding cocycle in a block-diagonal form, the blocks being 
similarities. In fact, we can express the multiplicities of the exponents in 
terms of the diagonal part of a conjugate of the group H. So we obtain an 
extension of a recent result of Goldsheid and Margulis about the simplicity of 
Liapunoff's spectrum [5]; this work uses their ideas as well as those of 
previous work [6]. 

I. Notations et pr6sentation des r6sultats 

A. Presentation alg~brique des r~sultats 

(1.1) Soit G = GL(d, R) le groupe des matrices carr6es inversibles r6elles 

d'ordre d > 2. On d6signe par K = O(d, R) le sous-groupe orthogonal de G. 

Dans la suite, nous noterons diag(al . . . . .  ad) la matrice diagonale dont les 

616ments diagonaux sont a l , . . . , a d .  Plus g6n6ralement nous noterons 
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diag(B~, . . . ,B , ) ,  ot~ B l , . . . , B s  sont des matrices 
d r , . . . ,  d~ avec dl + • • • + d~ == d, la matrice 

I B1 ] 
(o) 

°o 

( o )  • 

Bs .] 

carr6es de dimension 

l'espace des matrices colonnes d'ordre d. Si g EG, nous notons {xij(g); 
i , j ~ ( 1 , . . . ,  d}} les coefficients de la matrice g. Pour tout entier r > 1, nous 
notons L la matrice identit6 d'ordre r. 

Tout  616ment g de G s'6ciit sous la forme "polaire": g = klb(g)k2 avec 
kl, k2~K, b(g)=diag(b~(g),..., bd(g)) et 0 < b l ( g )  < " "  < bd(g). Les 
el6ments hi(g) sont les racines carr6es des valeurs propres de la matrice 
sym~trique tgg. 

(1.2) Nous appelons E l 'ensemble { 1 , . . . ,  d -  1}. Nous d6signons par B 
l 'ensemble des drapeaux; c'est-~-dire l 'ensemble des ( d -  1)-uplets de sous- 
espaces de R d, (E~,...,  Ed_ i), tels que d im E~ = i et E~ c E~ + ~, V i ~ E, avec 
Ed = R d. Nous appelons drapeau canonique l'616ment O de B d6fini par 

V i ~ { 1 , . . . , d - 1 } ,  E~ = Rfa ~) • • • E)Rfd+l_i.  

L'espace des drapeaux B e s t  l'orbite de ce drapeau canonique sous l 'action 
naturelle du groupe lin6aire G. Si N e s t  le sous-groupe des matrices triangu- 
laires sup6rieures ~ 616ments diagonaux 6gaux fi 1, la sous-vari6t6 alg6brique 
V0 = N .  a de Best  un ouvert dense dont le compl6mentaire est constitu6 de la 
r6union des sous-vari6t6s alg6briques Vp = ( g .  0 : Ap(g) = 0}, p EE;  ot~ 

Xd+l-pa+l-p(g) "'" Xd+l-pd(g) 
Ap(g) = : : : : 

Xdd--t-p(g) "'" Xdd(g) 

(1.3) Plus g6n6ralement, soit O={il, i2,... ,is}, avec i ~ < . . .  < i s ,  un 
sous-ensemble de E. Nous appelons Bo l 'ensemble des drapeaux incomplets de 
type O; c'est-h-dire l 'ensemble des s-uplets de sous-espaces de R d, 
( E d - i , , E d - i , _ ,  . . . . .  Ea-i,), tels que: d im E i  = i ,  V i E d - O ,  et E i CE/, Vi, 
j ~ d  - O, i < j .  Nous appelons drapeau canonique de type 0 l'616ment 0o de 
Bo tel que Ed-~ = Rfd ~) . . . .  ~) Rf,-~+ i. L'espace Bo des drapeaux incomplets 

Nous d6signons par { f ~ , . . . , f d }  la base canonique de R d, identifi6 
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de type O est l'orbite de ce drapeau canonique sous l'action naturelle du groupe 

lin6aire G. Consid6rons le sous-groupe No de N d6fini par 

N o =  . 

Ill 
1,2,, (,) 

(0) 

La sous-vari6t6 alg6brique Vo.0 = No.  0o de Bo et un ouvert dense dont le 

compl6mentaire est constitu6 de la r6union des sous-vari6t6s alg6briques 

Vo, p = { g .  Oo'Ap(g)=O}, p ~ d - O .  

Au passage on notera que: pour O = {d - 1), Bo n'est autre que l'espace 
projectif pd- ~ de R d et pour O = Z, Bo = B. 

(1.4) DI~FINITIONS ([6]). 

• Pour tout sons-ensemble O de Z, nous disons qu'une mesure de pro- 

babilit6 v sur Bo est irr~ductible si: V g ~ G ,  g. v(Vo,0)= 1. Par exemple la 

mesure de probabilit6 K-invariante sur Bo est irr6ductible. 

• Une suite (g~),>_-0 d'~l~ments de G est dite contractante si elle v6fifie la 

condition: 

V i ~ { 1  . . . .  , d - l } ,  lim bi(g~)/b~+~(g~) = O. 
n ~ - I -  oo 

Plus g6n6ralement, O 6tant un sous-ensemble de Z, nous disons qu'une suite 

(g~)~ _-_o d'616ments de G est O-contractante si elle v6rifie la condition: 

V / c O ,  lim bi(g~)/bi+l(g,)=O. 
n ~ - 1 -  co  

Si (g,)~_->0 est une telle suite, la suite de matrices diagonales (b(g~))~>~o 
contracte la sous-vari6t6 dense Vo,0 en le drapeau canonique 0o; c'est-~i-dire 

que 

Vu ~ Vo,0, lim b(gn).U=Oo. 
n ~ -  o0 

I1 n'est pas difficile de voir alors que, pour toute mesure de probabilit6 

irr6ductible v sur Bo, la suite de mesures (g , .  v)n>__0 n'admet pour valeurs 
d'adh6rence vague que des mesures de Dirac. 
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• Un sous-semi-groupe (fen'n6) T de G est dit totalement irr#ductible s'il 

n'existe pas des 616ments x, g~ . . . .  , gr de G e t  un entier k ~ Z, tels que 

].-I Ak(giTx) = (0). 
l < i < r  

Cette condition est v6rifi6e lorsque, pour tout k E Z, Tne  laisse pas invariant 

une r6union finie de sous-espaces propres de Ak R a. 

(1.5) Soit T u n  semi-groupe (ferm6) totalement irr6ductible de G. Dans ce 

qui suit on s'int6resse aux so,is-ensembles O de E pour lesquels il existe une 

suite d'616ments de T qui soit O-contractante. En fair il r6sulte des r6sultats de 

[6] que: si Tadmet  une suite O~-contractante et une suite O2-contractante alors 

T poss~de aussi une suite O1 U O2-contractante. En posant 

0 = {i ~ Z  : inf(bi(g)/bi+ t(g) : g E T} = 0}, 

on obtient alors le plus grand sous-ensemble de Z poss~dant la propri6t6 

consid6r6e. 

Lorsque Test  contenu, modulo les matrices scalaires, dans un conjugu6 du 

sous-groupe orthogonal K, il est clair que O = ~ .  Lorsque T contient une 

matrice a valeurs propres r6e]iles, distinctes en valeur absolue, il est clair que 

O = Z. Lorsque le semi-groupe Test d'int6rieur non vide il n'est pas difficile de 
montrer ([3]) que O = E. R6cemment I. Y. Goldsheid et G. A. Margulis ont 

montr6 de facon purement alg6brique ([5]) que si Tes t  alg#briquement dense 
alors O = Z. En nous inspirant de leur article et en ajoutant des arguments 

probabilistes, nous obtenons lie r6sultat plus pr6cis suivant. 

(1.6) Appelons H l'adh6rence alg6brique du semi-groupe T (c'est-~-dire 
la partie de G form6e des z6ros des polyn6mes & coefficients r6els nuls 

sur T); c'est un sous-groupeferm# de G d'un type particulier. Nous montrons 

alors que: 

(i) l'ensemble 0 est aussi #gal (t l'ensemble des entiers i ~ Z  pour lesquels 

inf { bi( g)/bg+ l(g) : g E H } est nul. I1 s'ensuit imm#diatement que 0 poss#de la 

propri#t# de sym#trie suivante: i E O ~ d  + 1 - i CO. 

(ii) II existe un conjugu# H' de H tel que 

V g E H ' ,  Viq~O, b,(g)=b~+~(g). 

En outre, l'orbite L '  = H ' .  ao est la seule orbite ferm6e de H '  sur Be. L'espace 

des drapeaux incomplets Bo est un quotient de l'espace des drapeaux B; 

appelons r/l 'application naturelle de B sur Bo. L'action de H '  sur rimage 
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rrciproque de l'orbite fermre L '  par r/ est isom6trique relativement ~ L'; 

c'est-~-dire que, relativement ~ une mrtrique riemannienne naturelle sur 
l'espace des drapeaux, cette action conserve la distance de deux points 
quelconques de r/- ~(L') qui se projettent sur le mrme point de L'. 

B. Motivations probabilistes 

1. Produits de matrices al#atoires ind#pendantes 

(1.7) Soit # une mesure de probabilit6 sur G. Nous drsignons: par T u le 

sous-semi-groupe ferm6 de G engendr6 par le support de p e t  par Hu l'adhrr- 

ence algrbrique de T u . H~ est un sous-groupe ferm6 de G. Nous supposons que 

T~ (ou H~) est totalement irrrductible. Soit { Yk; k > 1 } une suite de variables 

alratoires indrpendantes et de loi /z, d6finies sur un espace probabilis6 

(fl, ~ ,  P). Nous posons: 

0 = { i E Z : i n f ( b i ( g ) / b i + l ( g ) : g G T ~ }  = 0}. 

Nous considrrons les produits de matrices: X, = Yl Y2" • • Y, (n > 1). A l'aide 

d'un argument de martingale on obtient le rrsultat suivant ([6]): 

Pour P-presque tout oa G ~ ,  la suite ( X,  ( oa ) ), >= les t  O-contractante et il existe 

une variable al#atoire Z telle que pour toute mesure de probabilit# irr#ductible v 

sur Be la suite de mesures (X,(oa) . v), >=l converge vers la mesure de Dirac ez~o~). 

Autrement dit, "rtant donn6 un sous-semi-groupe totalement irrrductible T 

de G, en marchant au hasard sur T, suivant une loi # telle que T~ = T, on 
rassemble toutes les proprirtrs de contraction prrsentes dans T ou H".  Nous 

avons donc: 

(i) V / G O ,  l im._+~ b,(X.) /bi+l(X.)  = O, 

(ii) si X. = x, ,b(X.)k ,  est une drcomposition polaire de la matrice X., alors 

la suite de drapeaux incomplets, {x.. 0o}. >= l, converge P-p.s. vers Z. 

(1.8) Notons H i = c - l H u c  avec c G G ,  le conjugu6 de H u intervenant en 

((1.6)(ii)). Alors il existe une drcomposition polaire x'~b(c-lXnc)k'n de la 

matrice c -  ~X.c telle que: 

(i) La suite des composantes {x" }. >=~ converge P-p.s. vers une variable 

alratoire x~ vrrifiant x~ .  0o = Z. 

(ii) Vi ~O,  b i ( c - t X n C )  = bi+l(c-lXnc) et 

V i G O ,  lim b i (c - lX ,  c)/b~+~(c-~X,c) = O. 
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En outre si on 6crit c - l X ,  c = N',A~K', avec N~ E N ,  A', ~A,  K~ ~ K ,  alors la 

suite {N,' }, _> ~ converge P-p.s. vers une variable al6atoire V ~ valeurs dans N. 

2. Coefficients de Liapunoff  

A l'hypoth~se d'irr6ductibilit6 de T u nous ajoutons dor6navant la condition: 

SaLog II g-+' I[ lt(dg) < + oo. Si M est une matrice carr6e ou non, nous d6sig- 
nons par tM la matrice transpos#e de M. 

(1.9) Les r6sultats pr6c6dents permettent alors de montrer que: 
(i) Pour tout entier i ~ Z ,  la suite ((1/n)Log bi(X,))n >__1 converge P-p.s. vers un 

r#el zi; ces r#els v#rifient les relations 

~'1 . . . . .  ~'it ~ " C i l + l  . . . . .  ~'i2 ~ " " " ~ 2"is+1 . . . . .  Td~ 

oa O =  { i , , . . . ,  i~}, il < . . .  <:i,. 
(ii) La suite de matrices d#finies positives {(X, iX,)~/2, }, ~ converge P-p.s. 

vers une matrice de la forme 

x~ diag((Exp 21)I~,, (Exp 22)I~,_, . . . . .  , (Exp 2~+ OIa_O(x~)- 1, 

oft x~ est une v.a. a valeurs dans K et V j  E { 1 , . . . ,  s + 1 }, 2j = z~j (i~ + ~ = d). 

(iii) Appelons {el . . . .  , ea } ht base canonique de l'espace vectoriel, not# 'R  a, 

des matrices lignes d'ordre d. Jgour tout i E { 1 . . . . .  d}, les suites 

et L o g  II , -  1 - -1  Log II eiV-'c-lX. II .>=, 

converge P-p.s. vers le r#el z~. 

(1.10) Consid6rons ~ pr6sent une suite (Y,),~z de variables al~atoires 

ind6pendantes et de loi p, index6e par Z, d6finie sur l'espace probabilis6 
(fl = G z, ~(f l ) ,  P). Posons: 

S,  = Y o "  " Y , -  ~, s i n > O ;  S, = I, s i n = O ;  

et 
S, = YS~. . . Y ;  ~ s i n < 0 .  

La suite de v.a. (Sn),ez v6rifie, vis-a-vis du shift 0 sur G z, la relation de cocycle: 

Vn, mEZ,  Sm+n=SnSm°O n. 
De l'assertion (iii) de (1.9), il s'ensuit qu'il existe deux variables al6atoires 

ind6pendantes UI et U2 ~i valeurs dans N telles que: 
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et 

1 
lim - Log II egU~-~X. II = v, 

n ~ + ~  n 

1 
lim - Log II e iU2 'X .  II = - r~+~_ , .  

n ~ - - o o  n 

Pour tout j ~ { 1 , . . . ,  s + 1 }, posons: 

et 

Vj+ = {U ~ ' R a :  ,-+~lim -nl L°g II uX" II =<2j} 

= ~U E tRd" l i m  1 
[ , - - ~  Inl 

- -  L o g  II uxo II ---- - , q .  

Les sous-espaces Vj .+ et Vj- s 'expriment simplement ~ l'aide des variables 
alratoires U, et U2. Pour tout j E { 1 . . . . .  s + 1 }, l'espace Ej = Vj + n Vj- est, 
P-p.s., de dimension ij - ij-1 (i0 = 0), et pour tout u ~Ej ,  

lim 1 Log II uX. II = aj .  
n~_+m n 

Nous en drduisons alors l'existence d 'une variable al6atoire ~ A valeurs dans 
G e t  d 'une suite de matrices 

D, = diag(cl(n)K,(n) . . . . .  c~ + l(n )K, + ~(n )) 

telles que: 

o V j E { 1  . . . .  , s + l } ,  c j ( n ) > 0  et K j . E O ( i j - i j _ l ) ,  

o V j ~ { 1 , . . . , s + l } ,  lim 1 Log cj(n) = 2j, 
n~_+ce n 

• l im 1 L o g  II ~ - + ' °  0~ II = 0, 
n~_+oo n 

e V n  ~ Z ,  S~ =dPD.(dP-~oO"). 

Nous obtenons donc une grnrralisation des rrsultats de [6] au cas off O est 
diffrrent de Z. Nous retrouvons ainsi, en lespr~cisant, les rrsultats de [8] et [9], 
dans la situation envisag6e ici. 
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II. Pr~l iminaires  

Les pr61iminaires comportent quatre parties. Dans une premiere partie, 

apres un bref rappel des decompositions classiques du groupe lineaire, nous 

introduisons une nouvelle decomposition qui joue un r61e essentiel dans la 
suite. Dans la deuxieme partie, nous introduisons des applications "quasi- 
projectives" sur les espaces de drapeaux et nous 6tudions leurs ensembles de 
continuit6. Dans la troisieme partie, nous rappelons brievement les resultats 
de [6] qui nous serviront. Enfin nous terminons par une remarque permettant 

d'affaiblir les hypotheses de validit6 de ces resultats. 

A. DOcompositions du groupe linOaire 

(2.1) Soit G(d) = GL(d, R) le groupe des matrices carrees inversibles reelles 

d'ordre d > 2. On convient que G(1) = (R - {0}, × ). 
O n  designe: par N(d) le sou,s-groupe des matrices triangulaires superieures/t 

616ments diagonaux egaux/t l; par N(d) le sous-groupe des matrices triangu- 
laires inferieures ~ elements diagonaux 6gaux ~ 1; par A (d) le sous-groupe des 
matrices diagonales ~ coefficients strictement positifs; par O(cl) le sous-groupe 
des matrices orthogonales; par M(d) le centralisateur de A (d) dans O(d); par 
M'(d) le normalisateur de A (d) dans O(d). Nous omettons la dimension d 

lorsqu'il n'y a pas d'ambiguit6. 
Nous avons M = {diag(el . . . .  , td): e / =  + 1 }. Si Sd designe le groupe des 

permutations des d premiers entiers, nous avons: 

M ' = { g E G :  qa~-Sa, VIE{1  . . . . .  d},xio(i)(g)= + 1 
et Vj ~ a(i), xij(g) = 0}. 

Le groupe G opere de facon naturelle sur l'espace des drapeaux B (voir (1.2)). 
Le stabilisateur du drapeau canonique 0 dans G est le sous-groupe AMlfl des 
matrices triangulaires inferieures. L'ensemble des drapeaux B s'identifie donc 

~i l'espace homogene G/AM1V de G. 

Les mineurs Ap, p U E, introduits en (1.2) possedent les proprietes suivantes. 

(2.2) LEMME. Pour tout g E Get pour tout p ~ { 1 . . . . .  d}, nous avons: 
(i) Vu EN,  VvE/V, Ap(ugv) = Ap(g); 

(ii) Va = diag(a~, . . . ,  ad)(-A, A~(ag) = Ap(ga) = ad+~-~" • .adAp(g). 

(2.3) Le groupe GL(d, R) possede les decompositions classiques suivantes. 

(1) D#composition dTwasawa. G = NAK (ou G = ~IAK, KAN, KA~I). Tout 
element g de G s'ecrit de fagon unique sous la forme: 

g=u(g)a(g)k(g)  avecu(g)~N,  a(g)EA et k(g)EK.  
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Les applications g ~ u(g), g ~ a(g)k(g) et g ~ aS(g) sont polynomiales. Pour 

tous i , j ~ { 1  . . . . .  d}, l'application g ~ x 2 ( k ( g ) )  est rationnelle avec des 

d6nominateurs ne s'annulant pas sur GL(d, R). 

[Cette d6composition s'obtient en appliquant le proc6d6 d'orthogonalisa- 
tion de Schmidt aux vecteurs lignes de la matrice g, en partant du dernier 

vecteur ligne de g.] 

(2) D#composition polaire. G = K(Exp I~')K. Tout 616ment g de G s'6crit 

k~b(g)k2 avec k~, k 2 E K e t  b (g )EExp  W, o~ 

W = {diag(x~,. . . ,  xd) : (x~ . . . . .  Xd)ER d, x~ <--_ . . .  <--_ xd}. 

L'616ment b(g) est unique. Lorsque b(g) appartient h Exp W, off W = 

{diag(x~ . . . . .  Xd) : X~ < • • • < Xd}, les autres d6compositions de g s'obtien- 

nent en remplacant le couple (kt, k2) par (ktm, m -  tks) avec m E M .  

(3) D#composition de Bruhat. G = Um EM'/M NmAMI~I. Tout 616ment g de G 

tel que Ap(g)~  0, V p ~ Z ,  s'6crit de facon unique g = v(g)c(g) f (g)  avec 

v ( g ) ~ N ,  c (g )EAM,  g(g)El~l. Nous avons: 

c(g) = diag(Ad(g)/Ad_ ~(g), . . . , As(g)/A~(g), A~(g)) (lemme (2.2)). 

Les applications g ~ v(g), g--" c(g) et g - - g ( g )  sont rationnelles et les d6no- 

minateurs sont des produits de mineurs Ap(g), p E { 1 , . . . ,  d}. 

[Pour obtenir une telle d6composition, il suftit de remarquer que g e t  v(g) 
donnent la m6me image au drapeau canonique a (voir (1.2)); ce qui permet de 

d6terminer de proche en proche toutes les colonnes de v(g), en partant de la 

derni~re. Pour zT(g), on op~re de facon duale.] 
Ceci dit choisissons des repr6sentants rag, 1 <--_ k < d!, dans M '  des 616ments 

de M'/M.  Alors 17 est la r6union disjointe des sous vari6t6s Nmk.4MI~I. 
L'ensemble NAMffl est une sous-vari6t6 ouverte de G e t  les autres sont des 

sous-vari6t6s de dimensions strictement plus petites. 

(2.4) Soit O = {il, i s  . . . . .  i,}, avec it < • • • < is, un sous-ensemble de Z. Le 
groupe G op~re de fat.on naturelle sur l'espace Be des drapeaux incomplets de 

type O (voir (1.3)). Consid~rons le sous-groupe parabolique suivant de G: 

• Gi~ t 
Gi,,, (0) 

f i e =  " ( . )  " V j E { i t ,  i s - i ~ , . . . , d - - i ~ } , G j E G ( j )  

Gd - is 
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Le stabilisateur dans G du drapeau canonique incomplet 0o est/~o; l'ensemble 
Bo s'identifie done ~ l'espace homog~ne G/Po.  

On notera qu'avec ces notations nous avons: B~ = B; Nt = N ; / ~  = A M f f l  et 

0~ = 0. 
Nous introduisons, ~ pr6sent, d'autres d6compositions du groupe lin6aire. 

Ces d6compositions interm6diaires entre celles d'Iwasawa et de Bruhat nous 

sont utiles pour la suite. 

(2.5) Nous associons ~ O le:s sous-groupes suivants de G: 

X o  = { d i a g ( A i , , A 6 _ i  . . . . .  , A a _ i , ) :  V j  E ( i l ,  i 2 - -  il . . . .  , d - is}, 

A j a X ( j ) ,  detAj = 1}; 

A0 = {diag(afl~,, a2/~,-~ . . . . . .  a~+,Ia_~,): V j E { 1  . . . . .  s + 1), aj > 0}; 

K o = {diag(K~,, K~,_, . . . . . .  Ka_,,): V j ~ { i , ,  i2 - i l , . . . ,  d - is} , Kj ~ O(j)}; 

Go = {diag(G,,, a,~_, . . . . . .  G,,_~,): V j E { i , ,  i2 - i ~ , . . . ,  d - is}, Gj e G ( j ) ) ;  

N o = {diag(N6, N , , _ , , , . . . ,  Nd_~,) : V j ~ { i , ,  i2 - -  il . . . . .  d - i s } ,  Nj E N ( j ) } ;  

/Vo = Wo, 19o = 'No (voir (1.3)), Po = t/~o; 

H o = {diag(S~,, S~,_,,,... ,  Sd _~,): V j E { i l  . . . . .  d - is}, 

S i n G ( j ) ,  det Sj = _+ 1.}. 

Le groupe Go est isomorphe ~ un produit direct de groupes lin6aires et sa 
partie semi-simple n'est autre que He. On v6rifie faeilement que Go est le 

centralisateur de Ao dans G et il normalise les sous-groupes No et/Vo. Nous 

avons Go = H e A o  et/~e = KaA/V, avec d6composition unique. 

Tout 616ment de A s'6crit de facon unique comme produit d'616ments de Ae 

et Ao. Le groupe No est un sous-groupe distingu6 ferm6 de N; tout 616ment g de 

N s'6crit de facon unique g = u~(g)u2(g) avec u l ( g ) E N o  et u 2 ( g ) ~ N e  et les 
applications g --* ul(g), g ~ u2(g) sont polynomiales. 

L'espace des drapeaux B e s t  fibr6 au dessus de Be. La fibre s'identifie 
l'ensemble De =/~0 .0e  c des drapeaux completant le drapeau incomplet 0e; en 
effet la fibre au dessus de l'616ment g .  0e de Be est 6gale ~ g .  Do. Cette fibre 

s'6crit done De =/~o/MA/V = K o / M  et s'identifie aux espaces homog6nes 
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Go/MA/Vo et Ho/MAo No- Do apparait donc comme le produit des espaces de 
drapeaux des groupes lineaires constituant Go. 

(2.6) Le groupe Ho est isomorphe au produit direct de groupes 

S L  (di, R) = ( g E GL(d~, R) : det g = _+ 1 }. 

Ce groupe semi-simple admet les decompositions suivantes" 

D#composition d 7wasawa : 

Ho = No AoKo [resp. NoAoKo, KoAoNo,  KoAo/Vo]. 

Ddcomposition polaire: 

Ho = Ko {diag(Ai~, A~_~ . . . . . .  Ad_~,) E.4o : Vj E (il . . . . .  d - i~ }, 

Aj E Exp l'~'(j)}Ko. 

Ddcomposition de Bruhat: 

Ho= (_J NornA o M~lo . 
m @MO/M 

Tout 61ement g de Go verifie Ap(g) v~ 0, pour tout p ~ d  - O. Un element g 

de Ho appartient ~ N o A o M o N o  si et seulement si Ap(g) ~ 0, Vp  ~Z.  

(2.7) Soit {ink; 1 < k £ (d! - i!(i2 - i~)!. • . (d  - is)!)) des representants de 
M ' / M ~  dans M' .  Alors G est la reunion disjointe des sous-varietes 
No mk Go3Io. La sous-variete 

No GoNo = N o H o A o N o  = NoPo  

est ouverte dans G; les autres sont de dimensions strictement plus petites. Tout 

element g de G verifiant Ap(g) 4= 0, V p E d  - O, s'ecrit de facon unique: 

g = v o ( g ) P o ( g ) a o ( g ) ~ o ( g ) ,  avec v o ( g ) E N o ,  p o ( g ) E H o ,  a o ( g ) E A o  et 
vo (g) E No- Les applications g ~ vo (g), g -* Po (g), g ~ ao (g) et g ~ Vo (g) sont 
rationnelles et les denominateurs sont des produits de mineurs (Ap(g), 

p ~ d - O}. [Pour obtenir une telle decomposition, il suffit de remarquer que g 

et Vo (g) donnent la m~me image au drapeau incomplet 0o; ce qui determine de 

proche en proche les colonnes de vo(g).  La composante vo(g) s'obtient de 
facon duale.] 

B. Applications quasi-projectives et mesures de probabilitd irrdductibles sur la 

fronti#re 
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(2.8) Nous  d6signons par  ( l 'application naturelle de G sur B = G / A M N .  

Nous  savons (d6composit ion de Bruhat)  que 

B =  U ((Nmk) .  
l<k<=d! 

Pour  tout  sous-ensemble O de Z, nous d~finissons une t ransformat ion Zo de B 

en posant,  pour  u E N e t  m E114', zo(~(um)) = ( (vm))  o[1 v est la matr ice  de N 

d6finie par: V 1 < i < j  < d, x~i(v ) = t~fii+t • • "Sj-lXo(U) avec 3i = 0 si i E O ;  1 

sinon. L 'appl icat ion z~ est l ' identit6 de B. Si on 6crit v = v~v2 avec Vl ENo,  

v2 ~ No, on v6rifie que Zo ( ( (vm))  = ((v2m), V rn E M' .  En particulier  Zo envoie  

( (Nmk) ,  rnk~M~,  darts la fibre ( (Ko)~ .Do  et zo se r6duit h l ' identit6 sur 

l 'ouvert  dense ((No) de cette tibre. 

Soit b(n) = diag(bl(n) . . . . .  b,(n)) une suite d'616ments de Exp # telle que 

pour  tout  i C E ,  la suite r6elle positive bi(n)/bi+ l(n) converge vers zi ~ [0, 1]. 

Soit O = { i E Z ' z i  = 0). Ecrivons b ( n ) =  d(n)d(n)  avec d ( n ) E A o  et d ( n ) ~  

Ao. Il est clair que: l im,_+~ d(n)  = d ~ A o ;  V x E B ,  l im ,_+~  d ( n ) .  x = z o x e t  

lim,~+o~ b(n ) . x = dzox .  

Nous avons: zz ( ( (Nrn) )  = ~(m), V m E M ' ;  et la t ransformat ion z~ de B e s t  

une t ransformat ion cont inue sur l 'ouvert  dense ( (N) .  

Plus g6n6ralement nous avons le l emme suivant: 

(2.9) LEMME. L'ensemble de continuitd de Zo est la sous-vari#t# 

( (NM~)  = ((NoKo).  

PREUVE. I1 est clair que l 'ouvert  dense ( (N )  fait partie de cet ensemble. 

Soit v =  ( ( u m )  avec u E N e t  m ~ M 6 .  Nous  avons 

b(n) .  v =  b ( n ) m ,  w (ofa w = m -1 . v) 

= d ( n ) m d ( n ) ,  w 

car Ko (et donc Mb) centra]Lise Ao. D'ot~ lim,-+oo b(n ) .  v = dmzom -1 . v; 

aut rement  dit nous avons 

(*) dzo.  v = dmzorn - t .  v, V vE  ( (NM~).  

Soit alors (vo), >= 0 une suite d'616ments de B convergeant  vers v E ((Nm),  avec 

m EM~.  La suite m -1 .  v~ converge vers m - l .  v ~  ( (N) .  L'application Zo 6tant 

cont inue sur l 'ouvert  partou! dense ( (N)  de B, la relation ( , )  mont re  que 

l im,~+ ~ Zo. v, = Zo. v. L 'ensemble de continuit6 de Zo cont ient  donc ( (NM~).  
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Soit Co l 'application naturelle de G sur G/Po, avec/~o = KoA~I. Appelons Zo 

la t ransformat ion induite  par  zo sur G/Po. Nous avons ¢o ( Co (No m)) = Co (m), 

pour  tout  m ~M'/M~; ce qui mont re  que l 'ensemble de continuit6 de ro est 

exactement  C (NM6). 

(2.10) Applications quasi-projectives. Soit (gn)n>=O une suite d'616ments de 

G.  Ecrivons: 

g, = x , b , k , ,  a v e c x , ,  k , ~ K ,  b, = d i a g ( b l ( n ) , . . . ,  bd(n))EExp if'. 

Consid6rons une suite d 'entiers  (~0(n)), >__0 telle que: 

l im x~t,) = x,  lim k~,) = k 

et 
V i E £ ,  lim b~(~o(n))/b~+~(~o(n)) = r,. 

Soit O = { i  ~ Z :  T~ = 0} .  Alors pour  tout  vE ((k-1NM~), 

l im gut,)- v = xdzo k.  v, pour  un certain d ~Ao.  
n~oo 

En outre rappl ica t ion  quasi-projective xdrok est cont inue sur C(k-INM6). 

(2.11) LEMME. Soit v une mesure de probabilit( irr~ductible sur les bord- 
liens de B (voir (1.4)). Alors Kv = ( g ~ G : d e t g =  +_ i et g . v = v }  est un 
sous-groupe compact de Ge t  est donc contenu dans un conjugu~ du groupe 
orthogonal. 

PREUVE. Soit (gn),>=o une suite d'616ments de Kv. Nous  avons gn. v = v, 

V n > 0. Soit xdzo k une valeur  d 'adh6rence quasi-projective de la suite (g , ) ,  __, 0 

(voir  (2.10)). Puisque v e s t  irr6ductible, il vient  xdzo k .  v = v; ce qui n'est  

possible que si O = ~ .  [En effet dans le cas contraire  v serait port6e par  

xdTo ((N) = xdC(No). Mais si m est la matr ice  de M '  d6finie par  

m 

(0) 

1 

dais 

/.2-,, (0) 

le sous-groupe No est contenu dans mNm-1; et par  suite la mesure v serait 
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port6e par x d m .  ( (Nm-~);  ce qui contredit l'irr6ductibilit6 de v.] D'oO le 

r6sultat. 

(2.12) Consid6rons l'espace homog~ne Do = Ho/MAo/~o de Ho qui s'iden- 
title ~ la sous-vari6t6 ( ( H o ) =  ((Ko) de B. Nous disons qu'une mesure de 
probabilit6 ~ sur Do est irrdductible si 

h .  9(ff(No)) = 1, V h u H o .  

I1 est clair que l'on a: 

(2.13) LEMM•. Soit ~ une mesure de probabilitd irrdductible sur les bord- 

liens de Do. Alors Ko = { g E Ho : g . f' = ~' } est un sous-groupe compact de Ilo et 

est donc contenu dans un conjugud du groupe Ks. 

(2.14) Soit g u n  616ment de G tel que Av(g) # 0, V p E d - O. La matrice g 

appartient a No/~o = NoHoAoNo.  Puisque Ko normalise No et centralise Ao, 
pour tout k EKo, nous avons: 

tog .  ~ ( k ) = P o ( g ) -  ~(k). 

(2.15) LEMME. Soit v u n e  mesure de probabilitd irrdductible sur B.  Alors 

t o .  v est une mesure de probabilitd irrdductible sur Do = ~ (Ko). 

C. Rappel des Rdsultats de [6] 

(2.16) Soit/2 une mesure de probabilit6 sur G = GL(d, R). Nous appelons T u 

le sous-semi-groupe ferm6 de G engendr6 par le support de ~. Nous supposons 
que T u est totalement irr6ductible (voir (1.4)). Cette hypoth~se 6quivaut ~t dire 
([6], (2.5)) qu'il n'existe pas des 616ments x, g~ . . . . .  g~ de G tels que 

T u ¢- U g i (NMAR)~x .  
l<_i<r 

Sous cette hypoth~se, nous savons (voir [6] lemme (2.12)) que toute mesure de 

probabilit6/~-invariante v sur Best  irr6ductible (d6f (1.4)). 

Soit { Yk; k >= 1 } une suite de variables al6atoires ind6pendantes et de loi/t, 

d6finies sur un espace probabilis6 (~, #-, P). Soient { y, },__> 1 et { g~ }, _> ~ deux 

suites d'616ments de G convergeant respectivement vers y e t  g. Nous notons 

respectivement x, diag(b~ (n) . . . . .  bd (n))k,  et N~ diag(al (n) . . . . .  ad (n))K,, les 
d6compositions polaire et d'Iwasawa du produit de matrices Y~YI""" Y,g~. 

Nous posons: 

0 u = { i E Z : i n f { b i ( g ) / b i + l ( g ) : g E T u }  = O. 
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Dans la suite nous omettons l ' indice/t pour all6ger l'6criture. 

Nous avons alors le r6sultats suivants concernant le comportement asymp- 
totique des diff6rentes composantes. 

(2.17) THI~ORI~ME ([6] Th6or~me (2.19) et corollaire (2.20)). Avec les 

notations et hypothdses pr(c(dentes,  nous avons: 

(i) II existe sur l'espace homogOne G/fro [resp. Po \ G] une unique mesure 

I~-invariante /1 [resp. 2 ]. Cette mesure est irr(ductible. La  suite de mesures de 

probabilitd { Y, YI" • " Y n g n  . /1 }n >=I sur G/fro, converge P-p.s. vers une mesure de 

Dirac ey z ,  oft Z e s t  une variable aldatoire (l valeurs dans G/fro de loi /1. 

(ii) L' image  de x ,  sur G/fro converge P-p.s. vers y .  Z .  

(iii) V i  c O ,  l im,_+~ bi(n)/b~+l(n) = 0; 

en outre si S Log [I g +1 II I~(dg) < + oo, alors, P-p.s., 

VICE,  lim 1 L o g b i ( n ) = z i C R  
n~+oo n 

avec ri < 7~ i + 1 si i C 0 et 7~ i - ~ -  ~i + 1 si i qi O. 

(iv) L' image  de kn sur Po/G converge en loi vers la probabilitd ),. g. 

(2.18) THI~ORI~ME ([6] Lemme (2.23)). 
(i) L' image  de 3[, dans G / f o  converge P-p.s. vers la variable al~atoire Z; 

autrement  dit si on ~crit N,  = N~, N2, avec N~, C N o  et N2, CNo,  alors la suite de 

variables al#atoires {N~ }n>=l converge P-p.s. vers une variable al4atoire U d 

valeurs dans No. 
(ii) Pour tout i C { 1 . . . . .  d},  

0 < lim inf (ai(n)/bi(n))  < lim sup (ai(n)/bi(n))  < + ~ P-p.s. 
n n 

(iii) Les valeurs d'adh#rence de la suite d'~l#ments de K, {K, k,-l; n > 1 }, 
appartiennent (~ Ko. 

D. Remarque  

(2.19) Grfice au lemme (2.9), nous pouvons affaiblir l'hypoth~se de totale 

irr6ductibilit6 intervenant dans les th6or6mes pr6c6dents. 

En effet tous ces r6sultats sont bas6s sur l'existence d'une mesure de 
probabilit6/t-invariante/l sur G/fro telle que, pour tout g E G, la probabilit6 

g./1 soit port6e par l'ensemble de continuit6 de Zo. 

On peut 6noncer: 
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(2.20) Supposons que l~ possede une mesure de probabilit( IMnvariant irre- 

ductible sur G/Po. Alors les conclusions des th~or~mes (2.17) et (2.18) s'appli- 
quent except( l'assertion (i) du ~'h~orOme (2.17) o~ l'on doit remplacer "unique 
probabilitO I~-invariante" par "unique probabilit( I~-invariante irrrductible". 

[II pourrait en effet y avoir des probabilites #-invariantes non irreductibles.] 

(2.21) Dans le cas ou ~ est totalement irreductible, routes les probabilites 

/t-invariantes sur B, et par suite sur G/rio, sont irreductibles. Mais cette 

hypoth~se peut 6tre affaiblie de, la facon suivante. 

(2.22) DEFINITION. Nous disons que Tu agit de facon totalement irrrduct- 

ible sur G/Po s'il n'existe pas des elements x, g~ . . . . .  gr de G e t  un entier 

k E d - O, tels que 

11 Ak(g~Gzx) = {0). 
l<k<=~r 

Autrement dit la notion de l:otale irreductibilite correspond ~: " T  u agit de 

facon totalement irreductible sur B = G/MAI~I"; ou encore a O = Z. Cette 

hypothese est vrrifiee, lorsque pour tout k E d - O, T u ne laisse pas invariant 

une reunion finie de sous-espaces propres de hk R d- 

(2.23) Lorsque H u agit de facon totalement irreductible sur G/Po, toute 
probabilite/~-invariante sur G/fio est irreductible; toute probabilit6 #-invar- 

iante v sur B n'est pas necessairement irreductible mais, pour tout g E G, la 

mesure g .  vest portee par ~(NM~) = ~(NoK,), ensemble de continuite de re- 

III. R~sultats principaux 

(3.1)/ t  est une mesure de probabilit6 sur les borrliens de G. On appelle T u le 

sous-semi-groupe ferm6 de G engendre par le support de/~. Nous appelons O 

l'ensemble des entiers i E Z  tels que inf{bi(g)/b~+~(g):gETu} = 0 .  Nous 

supposons que T~ est totalement irreductible (def. (1.4)). Nous notons H u 

l'adhrrence algebrique du semi-groupe T u. Nous designons par g la loi de la 

variable aleatoire U du theor~me (2.18); g est portee par No. 

Nous avons: 

(3.2) THI~ORI~ME, Avec les notations et hypotheses ci-dessus, en changeant 
au besoin I~ par x -  ~Itx avec x E~ G, on se ramOne d la situation suivante: 

(o) (H u . supp ~) M N o r o  c NoK~Ao)Vo 



Vol. 65, 1989 PROPRII~TI~S DE CONTRACTION 181 

oft K~ est un sous-groupe compact de Ko. 

[On d6signe par K~ le plus petit sous-groupe compact d e / t o  ayant cette 
propriet6.] 

(3.3) COROLLAIRE. Placons-nous dans la situation du th#ordme (3.2). Con- 
sid#rons l'ouvert NoPo de G e t  identifions l'ouvert dense ((NoKo) de B a 

No X K o / M  en #crivant NoPo = NoKoAlV. Toute mesure de probabilit# lz- 
invariante v sur B s'#crit alors zt ® m, oft rc est la loi de la v.a. U et m est une 
mesure de probabilit# sur K o / M  qui est K~-invariante. Lorsque K~ = Ko, il 

s'ensuit qu'il existe une unique mesure p-invariante v sur B. 

(3.4) COROLLAIRE. L'ensemble 0 est aussi #gala l'ensemble des entiers 

i E Z tels que: inf(bi(g)/bi + ~(g) : g E Hu } = O. 

(3.5) THI~ORI~ME. Avec les hypoth#ses et notations pr#c~dentes, le sous- 

groupe alg#brique Hu de G est r#ductif, l'un de ses conjugu#s, H;~ = c-  ~Hc, est 
auto-adjoint et admet les d#compositions 

H~ = N'A'K'  (Iwasawa); H'~ = K'A'K'  (polaire); 

oft N'  est sous-groupe de Ne, A'  un sous-groupe de Ae et K' un sous-groupe de K. 

On en d#duit donc que 

V i E O ,  V g E H ~ ,  ai(g)=a,+~(g) et bi(g)=b,+~(g). 

(3.6) DI~FINITION ([4]). Nous disons qu 'un semi-groupe T op6re de 
mani6re proximale sur un espace compact X si pour deux points arbitraire x, y 
de X, il existe une suite (gn),>=m d'616ments de T telle que lim,_+o~ gn-x  = 
l im, -+  oo g,,. y. 

(3.7) COROLLAIRE. Le groupe Hu op~re de mani~re proximale sur Bo. Il 
poss#de une unique orbite ferm#e Lu et cette orbite s'identifie d la fronti#re 
maximale de H u ([4], [1 ], [10]). Appelons rl -I(L u) l'image r#ciproque de l'orbite 

L u par l'application naturelle q de B sur 11o. L'action de Hu sur q-l(Lu) est 

isom#trique relativement d Lu: il existe une distance riemannienne naturelle 5 

sur B telle que pour deux #l#ments x et y de q -~(Lu) ayant m~me projection sur 

Lu. nous avons V gEHu,  5(g.  x,  g.  y) = 5(x, y). 

(3.8) LEMME. Soit Tun  semi-groupe totalement irr#ductible de matrices de 

G. Alors T op#re de facon proximale sur Bo si et seulement si T poss#de une suite 
O-contractante. 
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(3.9) LEMME. Soit H u n  sous-groupe connexe de G qui contient une suite 

contractante de matrices diagonales. Alors H n " est pas totalement irr#ductible si 

et seulement s l l  existe un entier k ~ { 1 . . . . .  [d/2]} et deux matrices m,  m '  de 

M '  tels que: V g E H ,  Ak(m g m' )  = O. (Si a ~ R ,  on note [a] sa partie entidre.) 

Plus gdn~ralement, si H contient une suite O-contractante de matrices 

diagonales. Alors H n'est pas totalement irr#ductible si et seulement s'il existe 

un entier k ~ { 1 . . . . .  [d/2]} et deux matrices x,  y de M' /Ko tels que: V g ~ H ,  

Ak(x g y) = 0. En particulier si Ko c H,  on retrouve la condition pr~c~dente. 

E X E M P L E S .  

• H = O(3, 1)= ( g E G ,  t g j g  = j }  o0 J = diag(I3,- 1). 
Consid6rons la matrice 

l/x/~ 0 0 1 / J  ] 

k =  0 1 0 
0 0 1 

1/x/~ 0 0 -l/v/-2_] 

Nous avons H '  = kO(3, 1)k-1 = N'A 'K '  avec 

et 

[ 1 a b - ( a  2 + b2)/2 - 

N' = 0 1 0 - a 
0 0 1 b 
0 0 0 1 

:a ,  b E R  

A' = {diag(x, 1, 1, 1/x) : x > 0} 

t ; 

K ' =  k{diag(U,e):  UEO(3),  e = + 1}k-L 

Soit O = ( 1, 3}; A' poss~de des suites O-contractantes et le centralisateur de 
A' dans K' est 6gal ~t Ko. On v6rifie facilement qu'aucun mineur d'ordre 1 ou 2 
n'est identiquement nul sur Pouvert N'KoA'  tN'; le groupe H '  est donc 
totalement irr6ductible (lemme (3.9)). Pour toute mesure de probabilit6/t 
port6e par un conjugu6 de 0(3, 1) dont le semi-groupe associ6 T~ est alg6bri- 
quement dense dans ce conjugu6, il existe sur l'espace des drapeaux B une 
unique probabilit6/~-invariante (corollaire (3.3)). 

D'un point de vue g6om~trique, le groupe 0(3,  1) laisse invariante dans p3 la 
sphere S d'6quation x 2 + y2 + :.2 _ t 2 = 0 et op~re sur cette sphere de mani~re 
conforme. L'espace B des drapeaux de R 4 s'identifie ~ l'ensemble des 616ments 
de contact (x, d, p) de p3. Un tel 616ment est form6 d'un point x, d'une droite 
d passant par x et d'un plan p contenant la droite d. Ici le groupe 0(3,  1) op~re 
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de mani~re proximale sur l'espace Bo des drapeaux incomplets du type (x, p). 

Une orbite ferm6e S de O (3, 1 ) sur Be est form6e des couples (x, p) avec x U S, 

p tangent a S; c'est donc la seule orbite ferm6e de 0(3,  1) sur Bo. L'ensemble 
des 616ments de contact tangents h S constitue aussi l'unique orbite ferm6e S 

dans B; cette orbite est fibr6e au dessus de S, la fibre typique 6tant constitu6e 

des droites tangentes en un point ~ S; l'angle de deux telles droites est conserv6 

par Faction de 0(3,  1). Pour une mesure de probabilit6/t dont le semi-groupe 

associ6 est alg6briquement dense dans 0(3, 1), l 'unique probabilit6 p-invar- 

iante sur B a un support contenu dans S. I1 y a trois exposants de Liapunoff21, 

/~2,/~3 avec 22 = 0, )L 3 = - -  ),1, 21 < •2 </~3; l'exposant nul ~-2 est de multiplicit6 2, 
ceci correspond au fait que 0(3,  1) op6re de mani6re conforme sur S. 

• H = 0 ( 3 ,  2) 
Consid6rons la matrice 

k = 

1/x/~ 0 0 0 1/x/~- 
0 0 0 
0 0 1 0 0 

0 0 0 

o o 0 

Nous avons H '  = k- lO(3,  2), k = N'A 'K '  avec 

1 a b c 

0 1 d - d2/2 
0 0 1  - d  
0 0 0  1 

0 0 0  0 

- ac - b2/21  
ad2/2 - c - db| 

J a d a b  J • a, b, c, d e l l  

et 
A' = (diag(x, y, 1, 1/y, 1/x)" x > 0, y > 0} 

K ' =  k{diag(U, V)" UEO(3) ,  V E O ( 2 ) ) k  -1. 

Le groupe A' poss6de des suites contractantes. On v6rifie qu'aucun mineur 
d'ordre 1 ou 2 n'est identiquement nul sur N ' A '  tN'; le groupe H '  est 
totalement irr6ductible. 

Nous avons donc ici un exemple de groupe non alg6briquement dense dans 

G "dont tousles exposants de Liapunoff sont distincts". 



184  Y. G U I V A R C ' H  E T A .  RAUGI  Isr. J. Math. 

{l l • a = M21 M22 " " " M2p 
• . • • . • 

g , , g , 2 .  • " ; %  

• V i , j E { I  . . . .  ' P } ' M °  L - ~ o  c~p 

avec det B ÷ 0 og B est la matrice complexe d6finie par xo(B) = a o + ifli i ] 
Nous avons H = NAK avec 

N t 
12 Mj2 " " " M I ;  

0 12 " • " M2p 
• • . • 

• , • • 

0 0 12 

• V1 < i < j < p ,  Mi j~R*SO(2)  

A = (diag(a~I2, a212 . . . . .  apI2)" al, a 2 , . . . ,  ap E R * )  et K = H A O(2p). 

Soit 19 = {2r : 1 =< r = p - 1 }; le centralisateur de A dans Kest  6gal ~t Ko. Le 

groupe H est totalement irr6ductible. Pour toute mesure de probabilit6 
portee par un conjugu6 de H telle que T u soit alg6briquement dense dans ce 

conjugu6, il existe sur B une unique mesure de probabilit6/t-invariante. 

IV. D6monstration des r6sultats 

A. Ddmonstration des r(sultats dnonc(s dans la partie III 

(4.1) Nous reprenons les notations et hypotheses de (2.16). 

Identifions K fa NA \ G. Pour tout k ~ K, le processus {k. X,; n > 0} est une 

chaine de Markov sur K, partant de k, de probabilit6 de transition P d6finie 

par 

Pf (x )=  f f ( x . g ) # ( d g )  ( x ~ K ) .  

Cette chaine est appel6e "marche al6atoire de loi/z" sur K. 

Nous disons qu'un 616ment k de K est rdcurrent (pour cette chaine) si pour 

tout voisinage V de k, la chaine {k. X,; n > 0} visite V une infinit6 de fois 

P-p.s. 
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(4.2) LEMME. La marche al#atoire de loi It sur K poss#de des #l#ments 

r#currents. Si Xo est l'un d'eux, alors la marche al#atoire de loi Xo It Xo ~ sur K 

possdde l'#l#ment neutre comme #l~ment r#current. 

(4.3) LEM~E ([6] lemme (2.13)). Soit v une mesure de probabilit# /z- 

invariante sur la fronti#re maximale B de G. Notons cr la mesure de probabilit# 

Z, e ~ (1/2 ") I~*" sur G. Alors pour P ® a-presque tout (co, ~) ~ f2 X G, les suites 

de mesure de probabilit# (X,(co). v),>=o et (X,(co)~. v),,=>o convergent #troite- 

ment vers la m6me limite p(co). 

(4.4) PREUVE DU THI~ORI~ME (3.2). Nous reprenons le raisonnement fait 

pour d6montrer le th6oreme (2.19) de [6] (voir [6] section (2.1 4)). 

Quitte ~ changer la mesure/~ en une de ses conjugu6es Xo#Xo ~, nous 
supposons que la marche al6atoire de loi/1 sur K poss4de l'616ment neutre 

comme 61ement r6current (lemme (4.2)). 
D'apres le lemme (4.3) ci-dessus, nous pouvons trouver une suite (~i)i~ 

dense dans T~ et un sous-ensemble f~0 de f~ de P-mesure 1 tels que 

(*) Vco~f~o, Vi > 1, lim X,(co)~i.v = lira X,(co).v =p(co). 

Quitte ~ changer [20 par un sous-ensemble de P-mesure 1, nous pouvons 
supposer que: pour tout co E~0, il existe une valeur d'adh6rence quasi- 
projective x(co)d(co)z(co)k(co) de la suite (X,(co)),_>~ (voir (2.10)), telle que: 

(i) z(co) = zo (th6oreme (2.17)), 
(ii) k(co) EKo (assertion (iii) du th6or~me (2.18) et l'616ment neutre de G est 

un 616ment r6current de la marche de loi/~), 

(iii) x(co)~Ne/~o (theor~me (2.17)). 
Nous 6crivons x(co) = U(co) p(co) avec P(co)~ffo et U(co) ~No; la v.a. Un'est 
autre que la v.a. de l'assertion (i) du th6or~me (2.18). 

I1 existe alors une suite d'entiers (~%(n)),>=~ telle que pour tout u E 

((k(co) - 'NM6) ,  

lim X~,o(,)(co). u = x(co)d(co)zok(co), u; 
n ~ d -  o0 

et cette limite s'6crit aussi x(co)d(co)k(co)zo, u car Ko et Ae commutent. 

La mesure v 6tant irr6ductible et zo continue sur ( (NM~)  (lemme (2.9)), des 

relations (.) il r6sulte d'abord que 

V i > l, zo~ .  V = Za. V ; 
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et ensuite: 

(**) z o ~ . v = r o . v ,  V~ET~ U {e}. 

Prenons une suite (~.).____1 d'e,16ments de T~ convergeant vers l'application 

quasi-projective x(co)d(co)k(co)Zo (par exemple ~. = X~,ot.)(co)) et un 616ment 

appartenant 

((e} U Tu) n NoPo(x(co)a'(co)k(co)) -1 = (re} U T,) n NoPo U(co)- ' .  

La suite de mesures de probabilit6 ( ~ , .  v), ~1 converge 6troitement vers une 

translat6e de Zo. v par un 61ement de No/~o; mesure qui est port6e par l 'ouvert 

partout dense ~(NoKo) de B. Comme Zo est continue sur cet ensemble, il 

s'ensuit que: 

V C E ( T  u n No/~o U(co)- ')  u {e}, ToOC(co)d(co)k(co)ro.V=~o.V; 

et par suite, voir (2.14), po( Oc(co)d(co)k(co))%. v = "Co. v. 
Pour ~ = e, cette 6galit6 nous donne: p(co)d(co)k(co)ro, v = %.  v; d'ofi 

V ~  T u n NoPo U(co)- ' ,  po(~U(~o))~ o . v = to .  v. 

Du lemme (2.13), via le lemme (2.15), il r6sulte alors que 

T,,V(co) n Nolo  c NoCoAo o, 

off Co est un sous-groupe compact de Ho (ind6pendant de co G ~0). I1 existe 

alors un 616ment y de Ho tel que K~ = yCo y -  ~ soit un sous-groupe de K o . Ce 

qui donne alors, 

y-'TuU(co) y n No,fr o c NoK~Aol~to. 

[On notera que Ho est contenu dans/~o et normalise No et/Yo.] 

Posons X = {U(co): co E~.~). Pour tout x ~ X ,  nous avons alors avec les 

notations de (2.3) et (2.7): 

'¢g~x-~Tux nNo/~o, U(po(g))=I et a(Po(g))=I.  

A ces relations il faut ajouter celles qui expriment que k(po(g))~K~, sous- 

groupe compact de Ko. Ces 6quations se ramenent ~i l 'annulation d'une famille 

finie de polyn6mes; soit Pj(g)= 0, p o u r j  E { 1 , . . . ,  q}. Comme tout 616ment 

n'appartenant pas ~i No/~o an:aule n6cessairement un des mineurs Ap, p ~ d - 

O, il s'ensuit, en posant 
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que: 

pE O 

V x E X ,  Vg@x-'T,,x, V j @ [ 1  . . . . .  q) ,  Q j ( g ) = 0 .  

D'o0,  pour  tout  x E supp 7r (et m6me pour  tout  x appar tenant  ~t l 'adh6rence 

alg6brique de supp n dans N),  

VgEx- lHux,  V j U { 1 , . . . , q } ,  Qj(g)=O; 

et par  suite 

V x ~ s u p p ~ z ,  VgEx-'H~,xfqNoPo, V j E ( 1  . . . .  , q} ,  P j ( g ) = 0 .  

Le th6or6me (3.2) est ainsi d6montr6. 

(4.5) PREUVE DU COROLLAIRE (3.3). De (4.4) il r6sulte que: 

p(og) = lim X,(og).  v = U(og)zo. v, 

d'ot) v = So p(o))dP(og) = Sn U(og)zo. v dP(og) = zt * ( re .  v). 

(4.6) PREUVE DU COROLLAIR~ (3.4). Posons 

O ' =  {iEE:inf{b~(g)/bi+l(g):gEHu} = 0}; 

nous avons O c O'. Nous  allons mont re r  que O = O'. 

Consid6rons une probabi l i t6 / t '  sur H u telle que Tu, = H~. I1 existe une unique 

probabilit6 a ' - invar iante  2 '  sur Bo (et m~me sur /to,), et cette mesure est 

irr6ductible. Appelons ~z' la probabili t6 sur No qui admet  2 '  pour  image 

dans Bo. 

Nous  allons 6tudier les supports  des probabilit6s 2 et 2'. On voit  facilement 

que: 

Vx  E supp 2, T u . x = supp 2 et Vy E supp 2',  H~. y = supp 2'. 

Soit y un 616ment de supp 2'. Nous  savons que les orbites d 'un  groupe 

alg6brique sur une variet6 alg6brique sont toujours  ouvertes  dans leur adh6r- 

ence ([ 1 1 ]); l 'orbite H u . y est donc ouverte  dans son adh6rence H,. y. Mais 

alors l 'ensemble H u . y - H~. y est ferm6 et Hu-invariant;  il por te  donc une 

mesure de probabil i t6/~ '- invariante.  D'apres  l 'unicit6 d 'une  telle mesure, il 

r6sulte alors que cet ensemble est vide et H~. y est ferm6; d'ofi 

Vy E s u p p  2', H~.y = supp 2'. 
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D'autre part de l'unicit6 de la probabilite /~-invariante, il s'ensuit que 

supp ~. c supp 2', car ce sont deux fermes T~-invariants. 

On en deduit donc, que l'on a: supp n c supp n' et pour tout x@supp n', 

l'adherence de vo( t tux  N No/~o) dans No est egale gt supp n'. Ceci dit con- 

siderons un element x de supp n. De l'inclusion 

t t u x  n NoPo  C N o K ; A o N o  

du Theoreme (3.2), on deduit alors que 

Hu supp re' n No/~o C NoK~AolVo .  

Comme clans le corollaire (3.3), identifions l'espace des drapeaux B au 

produit cartesien No X Ko/M r, la probabilite ~' ® m, oO m designe la probabi- 

lite Ko-invariante sur K o / M ,  est alors #'-invariante. Ce qui prouve que: 

O' = O. En effet dans le cas contraire, d'apres le coroUaire (3.3), cette mesure 

ne pourrait pas etre/~'-invariante. 

(4.7) DI~MONSTRATION DIg THI~ORI~ME (3.5). Les raisonnements qui vont 

suivrent ne font plus intervenir/~ ou T u, mais seulement la propriete de totale 

irreductibilite du groupe alg~brique H~ et la definition de O (qui est la meme 

pour H u et Tu). 

Le groupe H,  est un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes 
connexes. Appelons R le radical de Hu; c'est-~-dire le plus grand sous-groupe 
distingue resoluble connexe de H u. Nous savons (theoreme de Levi-Malcev) 
que H u est le produit semi-direct de son radical R et d'un sous-groupe 

semi-simple S. D'apres le th6oreme de Lie, les matrices de R sont triangulables 

simultanement dans C. Les elements diagonaux nous fournissent alors des 

homomorphismes de R dans (C - {0}, X ) appeles poids de R. Pour tout poids 

~0 de R,  appelons V~ le sous-espace de C d tel que: V r ~ R ,  V u E V~, ru = ~o(r)u. 

I1 existe un poids ~0 pour lequel V~ n'est pas reduit au vecteur nul. En outre 

puisque R e s t  distingue dan,; H u, le groupe H u permute les sous-espaces V~. 

I1 est facile de voir que puisque H u est totalement irreductible, H u ne laisse 

pas invariante une reunion finie de sous-espaces propres de R d. On en deduit 

alors que: 
• ou bien R d = V~, pour un poids ~0 reel, et darts ce cas R e s t  compos~ de 

matrices scalaires; 
• ou bien C d = V~ ~ V¢, pour un poids ~0 complexe (~ designant le poids 

conjugue de ~0). 

Dans le premier cas le groupe algebrique H u est, modulo les homothgties, 
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semi-simple. D'apres ([2], Prop. 9.2) nous savons alors que H u possede un 
conjugue auto-adjoint H i. 

Dans le second cas, la dimension d est paire et le radical Res t  isomorphe 

( C -  [0}, X ) ou h SO(2); le groupe semi-simple S possede un sous-groupe 

d'indice deux So qui laisse les espaces V~ et V~ invariants et qui centralise donc 

R. D'autre part, compte tenu de la forme particuliere du radical R de H~,, il est 
facile de montrer que Hu possede un conjugue auto-adjoint Hi ,  avec la mfime 
d6monstration que celle donnee par Borel. 

Dans les deux cas le radical unipotent de H~ est r6duit ~t la matrice unit6; Hu 
est donc un groupe reductif. En outre nous avons: 

V /GO,  V g E H ~ ,  b i (g )=b i+1(g ) .  

[En effet aux groupes Hu et H i correspond le m6me ensemble (9 et pour tout 
g E H '  u, les matrices (g  tg)n, n >= 1, appartiennent ~//~ et v6rifient 

V i  E Z ,  b ,((g tg)n) = (bi(g))2,.] 

On montre alors ([2], Prop. 11.25) que H i admet des decompositions 
d'Iwasawa et polaire H '  u = N '  A '  K',  H '  u = K '  Exp W' K' "bien placees". C'est- 
a-dire que: N', A' el K' sont respectivement des sous-groupes de N, A et K; et 

Exp I ~ ' =  {diag(a l , . . . ,  a a ) ~ A ' :  0 < a ~  < • • • < aa}. 

Dans notre situation, il est clair que l'on doit avoir: A' c Ae et N'  c Ne. 

(4.8) REMARQUE. Les r6sultats obtenus dans [6] (resp. [7]) dans le cadre 
d'un groupe semi-simple connexe (resp. du groupe lin6aire G) s'etendent, sans 

aucune difficult6, au cas d'un groupe de Lie reductif H ayant un nombre fini de 
composantes connexes dont le radical est du type particulier rencontre ici. Le 
passage du cas connexe h un nombre fini de composantes connexes s'obtient 
facilement ~ raide des consid6rations suivantes. Si H0 = N A K  d6signe une 
d6composition d'Iwasawa de la composante connexe H0 de H, alors on obtient 
celle de H e n  grossissant le sous-groupe K par des elements qui normalisent les 

sous-groupes N e t  A (voir [10]). Les conclusions du th6oreme (2.6), et de son 

corollaire (2.8), de [6] s'appliquent au couple (Hi, c-l/tc) (ainsi qu'au couple 

(nu, #)). 

(4.9) Appelons F (respectivement F') le centralisateur (respectivement le 

normalisateur) de A'  dans K' et posons )q' = tNt. Le groupe F est contenu dans 

le centralisateur Ko de A'  dans Ket  F' normalise les groupes N'  et A~'. Le groupe 
H i possede la decomposition de Bruhat 
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H i = U N'm]TA'N' et H i N No/~o = N'FA'~ ' .  
mEF'/F 

La fronti~re maximale de H u est B'=H~,/F'A']9'. L'unique probabilit6 

c -  ~/zc-invariante sur Bo, c -  1.2,  est portre par N ' .  ~o- Cette frontiere s'identi- 

fie ~ l'orbite fermre H i . ~o de H~, dans l'espace des drapeaux incomplets Bo. 

(4.10) DI~MONSTRATION DU COROLLAIRE (3.7). Pour drmontrer  ce corol- 

laire, nous pouvons 6videmment remplacer H u par son conjugu6 H i.  Nous 

avons drj~i vu que H i . 0o (resp. H u . x avec x ~ supp 2) 6tait une orbite fermre 

de H i (resp. Hu) sur Bo; cette orbite est en fait l 'adhrrence algrbrique du 

support de la mesure/~-invafiante 2. C'est la seule ~ cause de l'unicit6 de la 

mesure de probabilit6 ~t-invadante. 

Considrrons une distance riemannienne 5 sur B invariante par le groupe 

orthogonal K. Soient x et y deux 616ments de H i tels que x .  0o = y .  do = 0o. 

Les matrices x et y appartiennent alors au sous-groupe H i N Po = FA']V' de 

Hi ;  si bien qu'il existe deux 616ments 7 et 7' de F tels que x .  0 = 7 . 0  et 

y . O = 7 ' . O .  
Si gEH'~, 6crivons g = k a  t7 avec k E K ' ,  a CA',  ~ N ' .  Nous avons alors 

gx.  0 = ky. 0 et gy.  0 = k7'.  0 et par suite 5(gx. O, gy.  a) = 5(x.  O, y .  0). Con- 

sidrrons ~t prrsent deux 616ments x et y de H i tels que x .  0o = y .  0o. Le 
sous-groupe K' 6tant transitif sur H i . 0o, il existe un 616ment k ~ K' tel que 

kx .  0o = ky.  0o = 0o. D'apr~s ce qui prrc~de nous avons alors, 

Vg~H'~,  5 ( g k x . g k y .  O)=~(kx .O,  k y . O ) = 5 ( x . O , y . O ) .  

(4.1 1) DI~MONSTRATION DU LEMME (3.8). 

(a) Supposons l'existence d'une suite { g, ), >= z O-contractante d'616ments de 
T et montrons la proximalit6 de T sur Bo. 

Quitte ~ prendre une sous-suite nous pouvons supposer que la suite { g, }, >= 1 
converge vers une application quasi-projective xzok.  Soient u, v deux 616- 

ments de Bo. I1 existe t E T tel que ktu et ktv appartiennent h la sous-varirt6 

ouverte No.  0o. En effet dans le cas contraire on aurait 

kT  c (NMANgO c U (NMANg2) ~, 

pour deux 616ments gi et g2 de G; ce qui contredirait la totale irrrductibilit6 de 

T. Les suites {g, t .  u} ,~l  et {g , t .  V}n>_, convergent alors vers x .  do; d'ofl la 
proximalit6 de T. 

(b) Rrciproquement supposons que T n e  poss~de pas de suite O-contrac- 
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tante; c'est-h-dire que O' = { i ~ Z : inf{ b~ (g)/b~ + l(g) : g E T} = 0} ne contient  

pas O. 

Appelons H l 'adhrrence algrbrique de T. D'apr~s le corollaire (3.7), H 

admet  une seule orbite fe rmre  L sur Bo, et il existe une distance ~ sur B telle que 

pour  deux 616ments u et v de B se projet tant  sur le m r m e  616ment de L on ait 

~(g. u, g. v) = ~(u, v), V g ~ H .  Puisque O' ne contient  pas O, le sous-groupe 

No M N~v n'est  pas r rdui t  ~ la matr ice  identi tr .  S i x  et y sont deux 616ments 

distincts de ce sous-groupe et si z e s t  un 616ment de No, se proje t tant  dans L,  

nous avons alors 

V g E H ,  6(gxz. O, gyz. O)=,~(xz.O, yz.O). 

Ce qui entraine que T (ou H )  n'est  pas proximal  sur Bo. 

(4.12) DI~MONSTRATION DU LEMME (3.9). Si le sous-groupe connexe H d e  G 

n'est  pas to ta lement  i r rrduct ible  il existe un ent ier  k E { 1 , . . . ,  d} et deux 

616ments x et y de G tels que 

(*) Vg@H, Ak(xgy) = 0. 

Ecrivons: x = uamv et y = u'a'm'v' avec u, u '~N,  a, a 'EA,  m, m 'EM' ,  
v, v ' ~ / ~ .  Soit {d,} ,~l  une suite contractante  de matrices diagonales de H.  

Nous  avons ( lemme (2.2)): 

V g E H ,  Ak(md~-'vd,,gd, u'd#'m') = O. 

Co m m e les suites de matrices {dn I yd,  }, >= ~ et {d, u'd~ x }, _> t convergent  vers la 

matr ice identi tr ,  il s 'ensuit  que: 

V g E H ,  

ou encore 

Ak(mgm') = 0; 

( f l A ' ' ' A f d  k)AmHm'(fd-k+lA ' ' '  A fa)=O. 

Appelons 7 la matr ice de M '  ayant  des "1" sur la diagonale secondaire et des 

zrros  ailleurs. L'rgalit6 p r rc rden te  6quivaut  

OU encore ~t 

7(fk+t A ' ' "  Afd)A mHm'7(fl A . . .  Afk) = 0; 

( f l  A " ' "  A A ) A  7-~m'-'Hm-~Y(fk+, A . . .  Afa) = 0; 

c'est-~-dire 
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Ad_k( 7-  lm'-  IHm -17) = (0}. 

D'o~) le lemme. 

B. D#monstration des r#sultats #nonc#s dans la partie B de I 

(4.13) Les assertions de (1.7), (1.8) et ((1.9)(i)), except6 la convergence de la 

suite {x,' }n__> ~, sont des cons6quences imm6diates des th6or~mes (2.18) et 

(2.19). Ecrivons: c-~Xnc=x'~b'~k', (d6composit ion polaire H i = K ' A ' K ' ) .  

L ' image de x;, dans G/Po (ou K/Ko) converge P-p.s.; il existe donc une suite 

{7n}.>=, d 'el6ments de Ko telle que la suite {x'~ = x~7~}.>_t converge P-a.s.; 

nous avons alors 

7, b . k . - x . b . 7 #  lk', C I X n  C _.Xn__ tt - 1  ,' t _ _  # t 

c a r / t o  centralise As. D'ot~ l 'assertion (i) de (1.8). 

(4.14) Comme pr6c6demment  nous pouvons  t rouver  une d6composi t ion 

polaire X. = x.  7.- ~b. k. de X. l:elle que la suite {x, }. ~ ~ converge P-p.s. vers une 

v.a. x~ et Vn > 1 7, EKo.  
Ecrivons b, = b,b,l z avec b,l EAo et b,2 EAo. Puisque Go (et donc Ko et Ao) 

centralise Ao, nous avons: 

X. 'X. := xn(b~ )2(7.-~(b~.)2y.)x.-~; 

et les matrices b. ~ et (7.- ~(b.2)~'.) commutent .  

II s 'ensuit que 

(X. tAn)l/2" = x.  (b.')'/" (7.- '  (b. ~) " % ) x . - '  ; 

d'ofl l 'assertion (ii) de (1.9) en tenant compte  que la composante  b. 2 reste dans 

un compact  de Ao (d6finition de O). 
Enfin en reprenant, mot  a mot,  la d6monstrat ion de la proposi t ion (4.9) de 

[6], on montre  que 

1 
V i E Z ,  lim - Logl le ,  V ~c-~X, cll =zi; 

n~+co  F/ 

ce qui entraine l 'assertion (iii) de (1.9). 

(4.15) Pour  d6montrer  les r6sultats de (1.10) nous pouvons  6videmment  

supposer que H i = H u; ou encore que c = I. 

Ecrivons, pour  n ~ Z, 
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S ,  = N , A ,  K ,  (d6composi t ion d 'Iwasawa H '  u = N ' A ' K ' ) .  

Nous  avons vu que, quand  n tend vers + co, la suite {N, = u ( S , ) } ,  >=o converge 

P-p.s. vers une v.a. Ve t  

VICE,  lim 1 Loglle, V-'S~ II =~,- 
n ~ + ~  n 

Pour  tout  j E { 1  . . . .  , s  + 1), nous avons donc ~)l<=l<=ijRelV -] C Vj +. Or 

nous avons 

lim -1 L o g l l ( e ~ ^ e z ^ . . . ^ e d ) V _ , S  " II- lim _l L o g l d e t ( V - ' S . ) [  
n--+Qo n n ~ + o o  n 

= lira 1 Log lde tA.  I 
. - + ~  n 

= Y~ l" i . 
1 < ' <  = t ~ d  

Par  suite, pour  tous entiers distincts l, m , . . . ,  k de { 1 . . . .  , d }, 

et 

1 
l im - L o g  ll (et ^ em ^ . . . A e k ) V  - I &  II ~- q~l "Jl- "(m " J r ' ' ' - ' ~ ' ~ k ,  

. - + ~  n 

R e y -  1 = Vj÷. 

De m~me, lorsque n tend vers -- 0% la suite {N. }. =_ ~ converge vers une 

v.a. W e t  

V i ~ Z ,  lim L o g l l e ~ W - ~ S ,  II - - r a + , - , .  
/ 1 ~ - -  oo 

[On obt ient  ces coefficients en remarquant  que, pour  n > 0, les v . a . S ,  et 

( S _ . ) -  ~ ont  m6me loi (voir  [6] (3.9)).] 

En outre  nous avons 

Re iW-I  = Vj - . 
l~t<~j 

Ceci dit, en suivant ([6], (4.11)), nous aUons expr imer  l 'espace Vj- d 'une  

autre facon. Ecrivons, pour  n < 0, 

S. - l  = Y . " "  Y-1 = / £ . A . / q .  (d6composi t ion d ' Iwasawa H i = K ' A ' N ' ) .  
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Les rrsultats obtenus pour  une marche alratoire droite nous disent, par  

transposit ion que, lorsque n tend vers - ~ ,  la suite de v.a. {N~ }, z_ ~ converge 
P-p.s. vers une v.a. 17". I1 est facile de voir  alors ([6] (4.11)) que 

1 
V i ~ Z, l i m  - L o g  II e~l?S, II = - T,; 

si bien que 

'~) Re, I? = FT.  
/ j -  1+ l _ < l < d  

L'image de V[resp. 17"] dans Bo = 17~rio [resp./~o = Po \ t7] est une v.a. de loi 

2 [resp. ,~] irrrductible; il s 'ensuit que, P-p.s., pour  tous g ~ 1 7  et k ~ d  - O, 

Ak(gV) ~ 0 et Ak(l?g) ~ 0. Cornme les v.a. Vet  l?sont manifes tement  indrpen-  

dantes, on en drdui t  que, P-p.s., pour  tout  k E d  - O, Ak(I?V) ~ 0. Pour  tout  

j E { 1 , . . . ,  s + 1}, nous avons alors R a = Vj + ~) Vj-. [En effet dans le cas 

contraire on aurait, P-p.s., 

( e l ^  . .  • ^ e , , )V  - l  ^ (e; j . ,^  . . .  ^ e d ) l ? = 0 ,  

et par  suite Ad_~j(I?V) = 0.] 

Si bien que l 'espace Vj + N 1~)- est, P-p.s., de d imension dj = ij - ij_ 1. 

(4.17) Considrrons les v.a. 

V ( g , . ) =  lim u ( g Y o . . . Y , , - O  et l ? ( g , . ) =  lim a ( Y , , . . . Y _ ~ g ) ;  

off pour  g ~ 17, on note a ( g )  la composante  sur N de g dans la d rcompos i t ion  

d ' Iwasawa 17 = KAbT. Pour  g = I,  nous retrouvons les v.a. Vet  l?prrcrdentes.  

En project ion sur Bo, nous avons V ( g , .  ) .  Oo = g V .  (9o. Par suite, pour  tout  

n ~ Z ,  V-~S,,Vo 0". 0o = (9o et la matrice V-~S, ,Vo 0" appartient,  P-p.s., au 

sous-groupe de matrices rio, ou encore a rio N H i = FA'~".  

De la m r m e  facon, pour  tout  n ~ Z ,  la matrice 17" o O"S;~I? - ~ appartient,  

P-p.s., au sous-groupe N'A 'F .  I1 en est de m r m e  pour  la matrice inverse 

¢,sn¢,-,oo,. 
Puisque,  P-p.s., Ak(VV) ~ 0 V k ~ d  - O, la matrice I?V s'rcrit: I?V = N P  

avec N E N '  et P ~ FA'.~'.  Pour  tout  n E Z ,  les matrices P V - ~ S , ( V P  -~) o 0 ~ et 

N-~  I?Sn (V-~N) o 0 ~ sont alors 6gales et appart iennent  donc nrcessairemer~t au 

groupe de matrices FA'. Ces matrices ne vrrifient pas les propr i r t rs  voulues; 

nous  devons  donc les modifier. 
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Ecrivons P V  -~ = uak avec u E N ' ,  a EA ' ,  k E K '  et appelons • la matrice 

VP-~a. Pour tout n E Z ,  la matrice D, = O - ~ S ,  OoO" appartient ~i FA'; 

6crivons D, = diag(cl(n)I~ . . . . .  c~+1(n)I~+1)7, avec 7, EF.  Pour tout j E  

{ 1 , . . . , s + l } ,  nous posons v j = e i j _ , + l ^ . . . A e i ,  et ~ = i j - - i j _ l .  Nous 

munissons chaque produit ext6rieur de R d de la norme euclidienne associ6e ~t 

sa base canonique. Nous avons: 

II vjo-% II = II vjO.(O-' 009 II =(cj(n))  aj II vj~-,oO. II. 

D'apr6s ce qui pr6c6de, nous savons que, pour tous entiers distincts 

l , m  . . . . .  q d e ( 1  . . . . .  d}, 

1 
lira - Log II (elAem ^ "" " A eq)(I~-lSn II = v~ + ~'m - ~  " ' "  "q- ~'q" 

n~_+~ H 

Comme det O-  1 = 1, 

1 
lim - Y, Log cj(n) = Y, ~2j .  

n~_+c¢ n l < j < s + l  l < j < s + l  

D'autre part, puisque O-~ appartient ~ N'K' ,  nous avons: 

V j E { 1 , . . . , s  + 1}, IlvjO-'°O"ll >=l. 

I1 est alors clair que pour tout j E { 1 . . . . .  s + 1 }, 

lim 1 Log l l v jO_ ,oO.  II = o  et lim 1 L o g c j ( n ) = 2 j .  
n--_+o~ n n-_+~ n 

D'ofl l'on d6duit ais6ment le r6sultat anonc6. 

REMARQUES. 

(1) Les groupes H u qui apparaissent dans l'6tude pr6c6dente semblent 

former une classe tr6s restreinte; en particulier ils pr6servent une structure 

conforme g6n6ralis6e sur une sous-vari6t6 alg6brique d'un espace de drapeaux 

de R d associ6 ~ une partie O de Z. On peut se demander quelles sont les parties 

O possibles et comment construire les groupes H u correspondants, ou au moins 

les groupes maximaux correspondant a un O donn6. 

(2) Les r6sultats pr6c6dents ont 6t6 obtenus en utilisant l'adh6rence alg6- 

brique T, de Hu; cette m6thode est li6e au fait qu'exprimer l'6galit6 en 

valeur absolue de deux valeurs propres d'une matrice revient ~ 6crire une 

6quation alg6brique, ce qui n'est plus le cas sur un corps local tel que le corps 
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p-adique. Cependant une partie essentieUe des rrsultats s'exprime sans faire 
intervenir H u il en est ainsi, par exemple, de la rrduction, par cohomologie, 
d'un produit de matrice ~ une forme diagonale par blocs de similitudes. On 
peut se demander si de tels rrsultats restent valables sur un corps local autre 
que R ou C. 

Le thror~me ergodique multiplicatif reste valable dans ce cadre [9] mais il 
n'en est pas de m~me des rrsultats plus prrcis obtenus ici: par exemple le 
groupe compact des matrices ~ coefficients entiers p-adiques est algrbrique- 
ment dense dans le groupe des matrices unimodulaires fi coefficients p-adiques 
et les multiplicitrs des exposants de Liapunoffne peuvent donc pas s'exprimer 
de facon analogue ~ celle drveloppre ici. 
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